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ABSTRACT : We focus on internal stress and displacement of an elastic axisymmetric contact problem for 

indentation of a layer-substrate body. An elastic layer is assumed to be perfectly bonded to an elastic semi-

infinite substrate. The elastic layer is smoothly indented with a flat-ended cylindrical and spherical indenter. 

The analytical and exact solutions were obtained by solving an infinite system of simultaneous equations 

using the method to express a normal contact stress at the upper surface of the elastic layer as an appropriate 

series. This paper presented the numerical results of internal stress and displacement distributions for hard-

coating system with constant values of Poisson's ratio and the thickness of elastic layer.
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1.は じめ に 2.三 次元弾性論による内部応力の計算

インデンテーシ ョン(押 込み)試 験は力学的特性を評

価する簡便な手法として広く利川されている1).被 覆層

を有する材料に対しては基質物体から取 り除くことなく

試験が行えることから,薄 膜 材料のコーティング層やバ

イオエンジニア リングの分野では軟骨下骨Lの 関節軟骨,

皮膚組織等の力学的特性評価に用いられている.

薄膜材料や関節軟骨は表而の摩擦特性や耐摩耗性を向

Ilさせているが,特 定の荷重条件下では層界面で剥離を

起こす可能性がある.こ のような材料や生体組織の破壊

を未然に防ぐためには,層 内部の応力分布を明 らかにす

ることは重要である.

これらのことから,本 研究では,弾 性基質(半 無限弾

性体)Ilに 密着した弾性層を円柱状および球状剛体圧子

で押込む軸対称接触問題 を三次元弾性論に茎づき厳密に

理論解析するとともに弾性層と弾性基質内部の応力 と変

位分布の詳細を明らかにする.
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図1に 示す ように円柱座標(r,θ,z)において,弾 性基質

上に密着 した厚さ乃の弾性層上面を円柱状および球状剛

体圧子で微小変位量εoだけ押込む軸対称接触問題を考

える.
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図1弾 性基質上の弾性層を剛体圧子で

押込む軸対称弾性接触問題

(a:円 柱状圧子,b:球 状圧子)
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弾 性 体 の 変 位 成 分 を(〃。,vθ,Wz),応 力 成 分 を(σ 。,σe,σ。,

τ,。,τ鴫 τθ。)とす る と,弾 性 層 と 弾 性 基 質 の 変 位 と 応 力 は

以 下 の よ うに 表 わ さ れ る.

2G"(1).∂OP・(')+。 ∂(P・ωげ

∂ア ∂ア

vθ(i)=0

2曜 ・一∂IY/1'・・∂窪t/)一(3-4・ ,)%ω

σ(・ 一 ∂2%(の+z∂29D・ の.2.∂ ψ・(')「

∂r2∂r2'∂z

a、・・)一響 ㌦ 罵 一2・,∂窪

a.・・)一∂詫夢㌦ ・∂差姿1-2(1-Vi)∂ 窪

丁..(i)一瓢 ㌦ 総 一(1-2り ∂窪

τ。θω 一 τ、。(1)-o

(i=1,2)

(1)

こ こ で,添 字'-1,2は そ れ ぞ れ 弾 性 層,弾 性 基 質 を 表 わ

し て い る.

本 研 究 で は,調 和 応 力 関 数op(')o,q)(')3.(i1,2)を 次 の よ

うに 選 ぶ.

OP。(1)一 ∬{D(1)(・)…hZ・+A(1)(・)・i・hZz}ノ 。(・・)d・

(2)

9・),(')一∬{B(1)(7Z)・i・hZ・+C(')(iZ)… 圃 ノ。(〃)d・

卯12LP(2'(〃 。(ル)e-AzdZ

ψ12L∬{Bl2)(Z)・1,(Z・)e-hed/

(3)

こ こで,A(1)(・L),B(1)(λ),C(1)(・L),D(1)(λ),A(2)(λ)およ びB(2)

(λ)は境 界 条 件 お よび 弾性 層 と弾 性 基 質 の 界 面 に お け る

変位 と応 力 の 連 続 条 件 か ら決 定 され る未 知 関 数 で あ り,

ゐ(λりは 刀次 の第 一 種 ベ ッセ ル 関数 で あ る.

式(2),(3)を 基 礎 式(1)に 代 入 す る こ と に よ って 弾

性 層 と弾性 基 質 の 主 要 な 応 力 と変位 成 分 を,未 知 関 数 を

含 む 形 で 以 下 の よ うに 表 せ る.

(σ。)(1)一∬[η11)(切 惚 〔)(・・)d・

(・,z)(')-f、1[rp,S'(Z,z)]・L・ノ1(Zr)d・

2σ1帆)(')一 ∬[4')(列%(〃)dZ

2Gl(u ,.)(')一∬ 「ζ')(Z,z)弘(〃)d・

(4)

ηll)={zZsinhZz-2(1-vl)coshノ レ}B(1)(λ)

+{・ ・L…hZ・ 一・i・h!・}C(')(・1・)+ID(')(・/)…h!・

77,[;)一{-z!…hル+(1-2・1)・i・ 脆}B(1)(λ)

+{-zZ・i・hZz}C(1)(λ)-ID(')(小i・hル

4')一{・!…hZ・ 一(3-4・1)・i・hZz}B(')(・L)

+{zノ しsinhZz-2(1-vl)coshZz}C(1)(λ)+ノLD(1)(λ)sinhZz

ζ!1)-zZB(')(・1・)・i・hル ー{zZ…hル+(1-2・1)・i・hZz}zZC(')(・1・)

一 ノしD(1)(,1
,)coshノ しz

(5)

弾性 基 質 に対 して は,以 下 の よ うに表 せ る.

(・z)(2)一 ∬[η12'(・,z)]e-'-z〃 。(〃)d・

(・rz)②一∬[榔,z)]e-'LZ・ ・i(・r)d・

2σ,(Wz)(2L∫ 『[ζ}21(・1・,・)]覗(Z・)dZ

2G,(u。)(2L∬ 「ζ9'(Z,z)]〆 呂(ル)d・

η12)一 〃(2)(・L)+{zZ+2(1-・,)}B(2)(λ)

ap,C;)=〃(2)の+{zZ+(1-2・,)}B(2)(λ)

42)一 一〃(2)(・L)一{zZ+(3-4・,)}B(2)(λ)

42)=-IA(2)(・1,)-zZB(2)の

(6)

(7)

弾性層が剛体圧子で押込まれるとき,弾 性層と圧子の

間で摩擦はないと仮定すれば,弾 性層表面における境界

条件は次式で与えられ る.

(wz)1聖o=εo一 プの,(0≦r≦ の

(σ 。)2。=o,(α<r<・ ・)

(τ,.z)磐。=0,(0≦r<・ 。)

(8)

(9)

(10)

こ こで,プ(りは 圧 子形 状 を表 わ して い る.円 柱 状圧 子の 場

合 に1&f(r)=0,球 状 圧 子 の場 合 に は,プ の=r2/2Rと して

い る.

次 に,z-hの 弾性 層 と弾性 基礎 の境 界 面 は 完 全密 着 し

て い る こ とか ら,以 下 の よ うな 変位 と応 力 の 連 続 条 件 を

満 たす 必 要 が あ る.

[{S(1)}={S(2)}]。h

こ こ で,

{s(の}=[Ur(りw。 ω σ。(の τ,.(')]

(11)

(12)

境 界条 件 式(10)お よび(11)を 適 用 す る こ とに よっ

て,最 終 的 に未 知 関数 は 一つ に な る.こ こで は 数 式 処 理

シ ス テ ムwxMaxima(MIT)を 用 い て,C(1)(λ)に 未 知 関数 を
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まとめた.こ の種の混合境界値問題は解析において生 じ

る双積分方程式を第二種Fredoholm型 積分方程式に帰着

させる解析手法が 一般的である.こ れに対 して,本 研究

では弾性層表面の応ノJをChebyshevの 直交多項式T。(x)で

展開することにより,双 積分方程式を無限連立一次方程

式に帰着させる解析手法を用いる2).本 研究の解析手法

は接触問題に対応 したき裂問題などにも応川が可能であ

る.

最終的に,本 問題は円柱状圧了の場合には以 ドに示す

無限連立一次方程式の解法問題に帰着される.

こお

Σb。Am.=IS。 。,(m=O,1,2,K)(13)
nO

球 状圧 子 の 場 合 に は,以 下 の よ うに な る.

の
Σ(hn,c.)Amn-(・S。 。,6、m/2),(m-0,1,2,K)(14)
nO

こ こ で,bnお よ びc。(nO,1,2,_)は 未 知 の 係 数 行 列,δ

omはKroneckerdelta,Am。 は 以 ドの 式 で 表 わ さ れ る.

Amn-∬ ρ(・Z)X.(・Z)Z.(・Z)dZ(15)

P(・1.)一瑠(16)

X.(、IL)=.ノ 島(Za/2),(m=0,1,2,K)(17)

λα λαZ

n(・1.)=tl。 、1、2(2)ノ ・1!2(2),(n=O,1,2,K)(18)

θ。(・1,)=α(・1,)τ▼2+わ の τ▼+c(・1.)

θ,(・1.)=d(・1.)τ ▼2+e(λ)τ ▼+プ(・1,)

ol(7Z)=(4v2-3)θ4β+(16γ2-12)β θ2β一4γ2+3

b(,fL)={(12-16v,)v2+12v,-10}θ4β+(8-16v,)β ε2β

+4γ2+4レ1-6

c(,1,)=(4v1-3)e4β+4β θ2β一4γ1+3

d(λ)=(4v2-3)e4β+{(12-16v2)β2-8v2+6}ε2β

+4γ2-3

θ(,1.)={(12-16γ1)γ2+12γ1-10}θ4β

+{(16γ2-8)β2+(16γ1-8)v2-8γ1+4}θ2β

一4v
2-4v1+6

プ(,fL)=(4vl-3)ε4β+(-4β2-16レ12+24v,-10)θ2β

+4Vl-3
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(19)

式(19)に お い て,1θ 一肋,1一 一Gl/G2と して い る.ま た,

式(15)の 数値 積 分 に 関 して は 先 行研 究2)で 詳 細 に説 明

され て い る.

無 限連 立一 次 方程 式(13),(14)は 〃1,〃を10項 程 度 と

る こ とで十 分 に収 束 した係 数 行 列 の解 を得 る こ とが で き

る.未 知 関数C(1)(λ)は以 下 の よ うに表 され る.

の
C(1)(λ)-P(λ)Σx。Zn(λ)(20)

n=0

ここで,円 柱状圧 了の場合には,

bn-一 謙(21)

球状圧子の場合には,以 下の関係式が成 り立つ.

一・
・bn+論 一!-XiL…(22)

式(20)に より,弾 性層 と弾性基質の内部応力を計算す

ることができる.

また,弾 性層表面の接触応力分布 と表面変位分布は円

柱状圧子の場合には,以 下の式で表わされ る.

鴎 一一
(1.瀞 詰 書顧 言}(・・r〈a)

(23)

(響1)・一シ[∬{P( 7z)-1}Zn(λ)」,,(・・)dZ

+∬{乙(λ)一 孟 曲}ゐ(襯

・孟{H@-r)9+H(r-a)・in-・(f)}]

(24)

球 状 圧 子 の場 合 に は 以 下 の よ うに な る.

(a・)1'2・一一

(1.謡b嵩(h・-4Cn)T・ ・+i〔舌}

(Ogr<a)

(25)

(Wz)12・一£(h
n-9。.

SOn=0)[∫1{P(λ)-1即 蜘 〃

・∬{乙(λ)一孟 叫 脚 λ

瀞@一 嵯 ・H¢一圃 剛

(26)
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こ こで,〃(κ)はHeavisideの ス テ ップ 関数 で あ り,ξ は 以

下 に 示 す 式 で 表 わ され る.

ξ一4裁一薯略

3.数 値結果および考察

(27)

図2,3は そ れ ぞ れ 無 次 元 化 した 垂 直 応 力 σ。,せん 断 応

力 τ,、の 内 部 分布 を示 して い る.弾 性 層 厚 さ と接 触 半 径 の

ア ス ペ ク ト比〃αは1.0,弾 性 層 と弾 性 基 質 の ボ ア ソ ン比

は0.3,横 弾 性係 数 比Gi/G2は2.0と して い る.図2(a),

3(a)を 見 る と,円 柱 状 圧 子 の 場 合 に は圧 子 縁 に 置 い て 応

力 の 特 異性 が 発 生 して い る こ とが 確 認 で き る.ま た,弾

性 層 と弾性 茎 質 の 境 界(z/α 一1.0)で 応 力 が 連 続 して い る

こ とが確 認 で き るが,図3で は 若 干 の 段 が あ る よ うに見

え る.こ れ は,連 続 条件 式(11)で は応 力 と変位 の 勾 配

の連 続 ま で は満 た して い な い た め で あ る と考 え られ る.

図2(b),3(b)を 見 る と,球 状圧 子 の 場 合 に は応 力 の 特 異

性 が現 れ な い こ とが確 認 で き る.ま た 図3(b)よ り,球 状

圧 子 の 場 合 に は せ ん 断 応 力 τ,。の ピー ク が 弾 性 層 表 面 か

ら少 しだ け 離 れ た 内 部 で 現 れ て い る こ と が わ か る.

Kulchytsky-ZhyhailoとRogowskiら3)の 結 果 で も同 様 な傾

向 が 見 られ る.

図4,5は そ れ ぞ れ 無 次 元 化 した垂 直方 向 の変 位w。,半

径 方 向 の変 位 防の 内部 分 布 を示 して い る.ア スペ ク ト比,

ボ ア ソ ン比 お よび横 弾性 係 数 比 は応 力 分布 と同様 で あ る.

図3を 見 る と,円 柱 状 圧 子 の場 合 に は接 触 面(0<r/α<

1)で 一 定 の 押 込 み 変位 量 とな っ て お り,球 状圧 子 の 場 合

に は 球形 を反 映 した押 込 み 変位 量 に な っ て い る こ とが確

認 で き る.ま た 図5よ り,半 径 方 向 の 変位 は 弾性 層 表 面

で は押 込 み に よ り,中 心軸 の方 へ 引 っ 張 られ て い る.
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図2無 次 元 化 した 垂 直 応 力 の 内 部 分 布

(a:円 柱 状 圧 子,b:球 状 圧 子)
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図3無 次 元 化 した せ ん 断 応 力 の 内 部 分 布

(a:円 柱 状 圧 子,b:球 状 圧 子)
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一 方 で 内 部 で は 逆 に 中 心 軸 か ら離 れ る方 向 へ 引 き延 ば さ

れ て い る こ とが わ か る.さ らに,変 位 の 谷(山)部 が 層

境 界 付 近 の1<r/α<15に あ る こ とが確 認 で きた.

4.む す び

本研究では,三 次元弾性論に基づいて弾性基質(半 無

限弾性体)上 に密着した弾性層を円柱状および球状圧子

で押込む軸対称接触問題を厳密に理論解析するとともに

弾性層と弾性基質内部の応力と変位分布の詳細を明 らか

にした.こ れらの結果は薄膜材料や関節軟骨の層構造を

有する物体の層境界における剥離現象や破壊に関 して有

益な基礎的知見になると考えている.
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図4無 次 元 化 した 垂 直 方 向 変 位 の 内 部 分 布

(a:円 柱 状 圧 子,b:球 状 圧 子)
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図3無 次 元 化 したせ ん 断 応 力 の 内 部 分 布
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