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非圧縮性粘性流れに対する射影法と圧力を含む境界条件
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Projection methods and boundary conditions involving the pressure 
            for incompressible viscous flows

 Kazunori MATSUI *'

ABSTRACT : We consider a projection method for time-dependent incompressible Navier—Stokes 

equations with pressure boundary conditions. The projection method is one of the numerical calculation 

methods for incompressible viscous fluids often used in engineering. In general, the projection method needs 

additional boundary conditions to solve a pressure-Poisson equation, which does not appear in the original 

Navier—Stokes problem. On the other hand, many mechanisms generate flow by creating a pressure 

difference, such as water distribution systems and blood circulation. 

Traction and open boundary conditions are often used to impose pressure boundary conditions. We review 

recent studies on these boundary conditions and propose a new additional boundary condition for the 

projection method with a Dirichlet-type pressure boundary condition and no tangent flow. We show stability 
for the scheme and error estimates for the velocity and pressure under suitable norms.
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1.は じめ に

水道,血 液循環や油圧システムなど圧力駆動の流れは

多くあ り,流 体領域の境界の一部で圧力値が'チえられた

場合に内部でどのような流れになるかシミュレーション

することは応川上重要である.し か し,数 学的に流体問

題を考える場合には流速に対 してのみディリクレ境界条

件を課すことが多く,単 に圧力だけに境界条件として与

えた としてもill-posedな境界条件 になって しまうとい う

こともあ り,圧 力を含む境界条件についてはあま り調べ

られていない.

一方で,流 体問題に対する数値計算手法の1つ に射影

法があ り,射 影法では非圧縮性条件の代わ りに圧力ボア

ソン方程式を解 く.上 記の背景もあ り,こ の圧力ボアソ

ン方程式に対してディリクレ境界条件を課されることが

しばしばある.

本稿では,通 常の射影法について述べた後に,ど のよ

うな状 況 で圧 力 ボ ア ソ ン方 程 式 に 対 して デ ィ リク レ境 界

条件 を どの よ うに課 して い るか を紹介 す る.そ して,そ

れ らの境 界 条 件 を流 入 部 で 考 え る場 合 の 問題 点 を確 認 し,

そ れ ら の 問題 点 を 回 避 で き る[23]で 提 案 した 全 圧 を 含

む境 界 条 件 に つ い て解 説 す る.

構 成 は次 の通 りで あ る.通 常 の射 影 法 に つ い て2章 で

述 べ,3章 で は流 出境 界 条件 と して 一般 的 に用 い られ て

い るtractionboundaryconditionとopenboundaryconditionに

つ い て紹 介 す る.こ れ らの境 界 条件 は 近 年研 究 が進 ん で

い るの で,安 定性 評価 や 誤 差解 析 を行 な っ て い る文 献 を

中 心 に規 在 の状 況 に つ い て簡 単 に ま とめ た.4章 で は,

[23]で 提 案 した 全 圧 を 含 む 境 界 条 件 を 課 した 射 影 法 と

そ の安 定性 と収 束 性 に つ い て紹 介 す る.最 後 に5章 で ま

とめ と今 後 の展 望 に つ い て述 べ る.

2.非 圧縮性ナ ビエ ・ス トー クス方程式 と射影法

*1:理 工 学 科 助 教(kazunori -matsui@st .seikei.ac.jp)

T>0と し,Ω をRd(d=2,3)内 の有 界 リプ シ ッツ

領 域 とす る.境 界全 周 で流 速 に 対 して デ ィ リク レ境 界 条
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件を課した次の非圧縮性ナビエ ・ス トークス方程式をま

ず考える.

∂itL1

祝+(IL'▽)u一 レムu+万 ▽P=!inΩ ×(0・T)・

divu=OinΩ ×(0,T),

IL=Oon∂ Ω ×(0,T),

u(0)=tLOinΩ 。

(2.1)

こ こで,v,ρ>O,f:Ω →IRd,Uo∈IRdは 既 知 とす る.第2

式 は 非圧 縮性 条 件 と呼 ば れ,有 限 差 分 法 や 粒 子 法 で は い

か に 非圧 縮性 条 件 を 課 す か が 問題 の1つ とな る.射 影 法

[7,31]で は どの よ うに し て この 非 圧 縮 性 条 件 ヘ ア プ ロ

ー チ して い るか に つ い て確 認 す る.

τ(:ニT/1V<1,1V∈N)を 時 間 刻 み 幅 と し 亡κ:ニ

kτ(kニO,1,_,N)と お く.流 速 の初 期 値 をUoと して 次

の(Stepl)と(Step2)を 繰 り 返 し 解 く こ と で

輪 晦,Pk(kニ1,2,..リ1V)を 計 算 す る.

Step1(viscousprediction):次 を満 た す 嬢:Ω →IRdを 求

め る.

{咳 一Uk-・+(畦.、.▽)un-Y△ZLZ-!(t、γ嬬=o)識

(2.2)

Step2(projection):

f.pκdxニ0と 次 の 方 程 式 系 を 満 た すuκ:Ω →1睡 お

よ びpκ:Ω →IRを 求 め よ.

u・ 一 嘆
+1▽P、 一 ・inΩ,

{扉 。ρ 器蕊 ⑳
こ こで,η は 境 界 ∂Ω に対 す る外 向 き単 位 法 線 ベ ク トル

で あ る.

(Step1)は 圧 力 項 を 取 り除 い た 問題 に な っ て お り,一

般 にdiv嬢 二 〇 とは 限 らな い.そ こで(Step2)で は,こ

の 嬢 を ヘ ル ム ホル ツ 分 解 す る こ とでdivergence-freeな

空 間 へ 射影 す る.具 体 的 な(Step2)で の 計 算 方 法 は次 の

とお りで あ る:

fStPκdx=0と 次 を 満 た すuκ:Ω →1評 お よ び

Pk:Ω →IRを 求 め よ.

{嘉=兜 翫 鋤
・・k-・Lk-S▽P・inΩ ・(2

.5)

この圧力に関する偏微分方程式は圧カポアソン方程式

と呼 ば れ,こ れ を解 く こ と に よ りPkが 得 られ る.(25)

を 計 算 す る こ とでUkが 得 られ,こ の 発 散diVUkは

(2.4)の 第 式 よ り0で あ る こ とが わ か る.

2つ の2階 偏 微 分 方 程 式 を解 くた め に は,ナ ビエ ・ス

トー ク ス 問題 の境 界 条件 だ けで は 足 りず,追 力llの境 界 条

件 が 必 要 とな る.こ の場 合 で は,圧 力 勾 配 ゼ ロが 追加 の

境 界 条 件 とな っ て い る.実 際 の圧 力 の 法線 方 向微 分 は 一

般 に は ゼ ロで は な く,こ のPkは 「仮想 的 な 」 圧 力 と呼

ばれ る こ と もあ る.

Ω 二

↓

Fig.1Aflowinsideapipe

3.よ く用いられる圧力境界条件 とその問題点

3.1.Tractionboundaryconditionとopenboundary

condition

Fig.1の よ うな管 状 領 域 の ド流F2で ド記 の よ うな 境 界

条 件 が ⊥ 学 な どで は よ く川 い られ る(境 界r1で は流 速

デ ィ リク レ境 界 条件 を課 して い る もの とす る).

●Tractionboundarycondition(TBC)

ρZ/E(U)γb-PγL=-pbγb,

た だ し,E(iL)ij=∂Zti/∂Xj+∂u1/∂Xi(i,j=1,_,d)で

あ り,pbは 既 知 の 関 数 とす る.

●Openboundarycondition(OBC)

∂ub
ρレ砺 一lpnニ ーPγL・

ρvE(u)n-pnは 物 理 的 に は 応 力 テ ン ソル の 法 線 方 向 成

分 を意 味す る もの で あ り,TBCは 応 力 境 界 条件 と呼 ば れ

る こ と も あ る.OBCが どの よ うな境 界 条 件 か 説 明す る

た め にバ ー ゲ ン ・ボ ア ズ イ ユ 流 を紹介 す る.バ ー ゲ ン ・

ボ ア ズ イ ユ流 とは,円 管領 域 内 で の 非圧 縮性 ナ ビエ ・ス

トー ク ス方 程 式 の 定 常解 で あ り,円 管 の軸 を κ軸 に と り,

半径 をRと した とき,(2次 元 領 域 の場 合)次 の よ うな

形 で表 示 され る(Umax,Cは 定 数).

?L(・7r,?Ll)一(Umax(1。-Y2/R2)),

2ρyUmax

P(.T,Y)ニ ー.T十 〇.R2

バ ー ゲ ン ・ボ ア ズ イ ユ 流 で は ド流F2の 部 分 で ∂u/
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∂nニ0を 満 た し,圧 力 が 定 数 に な るた め,ポ ワズ イ ユ 流

はOBCを 満 た す 定 数pbを と る こ と が で き る(一 方 で

TBCが 成 立 す る こ とは な い).そ の た め,OBCは 有 用 な 境

界 条 件 と して よ く使 わ れ て い る.な お,「openboundary

condition」 は 広 い意 味 を持 つ の で,論 文 を 読 む 際 に は ど

の 境 界 条 件 を 指 して い るか 確 認 す る必 要 が あ る.こ れ ら

の2つ の 境 界 条 件 が ど う異 な るか につ い て の 研 究 は 多 く

あ るが,境 界 で の 流 れ の違 い は[13,Fig.4]が わ か りや す

い.

OBCを 射 影 法 に対 して適 川 す る場 合 に は,Steplで

{
嬬=Oonr'1,

∂咳
=0011r2

∂η

を 流 速 に 対 して 課 し,Step2で は 圧 力 ボ ア ソ ン方 程 式 に

対 して

∂Pk

{
=Oonr1,

∂π

Pk-pb(tk)・nr2

を 課 す.こ の よ うにOBC(ま た はTBC)を 課 した 場 合 につ

い て の 誤 差 評 価[14]は 流 速 に対 して 全 周 デ ィ リク レ境

界 条 件 を 課 した 場 合 よ り も 悪 い こ とが 知 られ て い る

[15](な お,[14,15]で は 圧 力 修 正 法 につ い て の 誤 差 評 価

を 行 っ て い る).こ れ は,元 々 の ナ ビエ ・ス トー クス 問 題

の 圧 力 解pの 境 界 値 は 必 ず し も境 界 条 件 で 川 い た 値

pbと 一 致 しな い こ とに起 因 して い る.

よ り 良 い 収 束 オ ー ダ ー が得 られ る ス キ ー ム と して,

Markerandcell(MAC)法[17,32]で 現 れ る よ うな 圧 力 ボ

ア ソ ン方 程 式 を用 い る 手法[12,22,30]や,圧 カ デ ィ リ

ク レ境 界 条 件 を 修 正 す る手 法[26],流 速 に課 して い る

応 力 境 界 条 件 に 対 し補 正 項 を導 入 す る 方 法[1]が 提 案

され て い る.[21]で は,[1]と 圧 力 修 正 ス キ ップ を改 良 し

た ス キ ー ム[4]を 組 み 合 わせ た も の を考 え てお り,安 定

性 証 明 も 行 っ て い る([12]と の 関 連 に つ い て[21,

Remark4.14]で 言及 が あ る).し か し,境 界 が 滑 らか で な

い 場 合 の数 値 計 算 で 得 られ た 収 束 オ ー ダ ー は 理 論 的 な 最

適 評価 を 実 現 で きて お らず,こ の 問 題 を解 決 す る方 法 の

模 索 は 現 在 も続 い て い る.

近 年 もsharprateprojectionstepを さ らにス テ ップ と して

追加 す る手 法[25](動 粘 度 係 数 が 時 間や 空 間 に 依 存 す る

場 合 に 対 応 す る ス キ ー ム[10]を 応 力 境 界 条 件 に も 対 応

で き る よ う拡 張 した も の)の 提 案 や,非 ニ ュ ー トン流 体

[24]に 対 す る拡 張 も行 われ て い る.

3.2.エ ネ ル ギ ー 評 価

射影 法 に か か わ らず ナ ビエ ・ス トー ク ス方 程 式 にOBC

やTBCを 課 した場合,境 界からのエネルギーの流人があ

るために安定性評価が困難になる問題点がある.

簡単のため,解 は十分滑らかだと仮定する.ナ ビエ ・ス

トークス方程式の両辺に流速 ㍑ を掛けて領域 Ω上で積

分すると,Gaussの 発散定理より移流項は境界での積分に

なり,圧 力項は非圧縮性条件から境界だけの積分になる:

ゐ!・漁

一凱 晦+捺 ・▽晦 一μズ舞 ・廊

+・f
.i▽緬 静 …ds一 静div諭

一1凱 幽+lf
.,lu12u・噛

+Yf
,,1▽幽+1々 諮

よっ て,次 の 不等 式 が得 られ る.

藷ll駕1晦+,/。,1・L12u'nd・+y"▽ull加 μ

≦ £(ll!ll莞 ・(Ω)・+歩llpblll・・(Ω))・

こ こで,Cは 領 域 Ω と境 界rl,F2に の み 依 存 す る正 の

定数 で あ る.こ の 不 等 式 を初 期 時 刻0か ら適 当 な 時 刻

亡(≦T)ま で積 分 す れ ば,エ ネ ル ギ ー 不 等 式 が 導 か れ る.

11ZL(t)11?.・(S-・)d+息 晒 一+・ ズllWll恥 ・・dt

≦1圓llみ+£ ズ(ll/11}(・)d+歩ll・bll子 戸(ll))dt.

こ こで,移 流 項 か ら出 て きた境 界 上 で の積 分 は 非負 と

は 限 らな い.例 え ば,F2か ら流 入 が あ る場 合 に この 積 分

は負 に な り得 る.そ の場 合,11U(亡)11,、(Ω)dなど を上 か ら評

価 す る こ とが で きず,解 が発 散 して しま う可 能性 を排 除

で き な い.

例 え ば,円 柱 周 りの流 れ に つ い て調 べ る際 には,円 柱

か ら流 出境 界 を1一分離 す こ とで 流人 す る流 れ の影 響 を減

らす 方 法 や,流 入 す る箇所 で境 界 条件 の圧 力 を全圧 に切

り替 え る方 法(ex.[11,12])な ど,こ の エ ネ ル ギ ー の 流 入

に対 して の対 策 は 多 く調 べ られ て い る(c£[9D.し か し,

これ らの 手法 は流 出部 で 考 え る こ とが 一 般 的 で あ り,冒

頭 で議 論 した流 入 部 で 考 え るに は 不 自然 な もの とな っ て

しま う.

4.全 圧を含む境界条件

4.1.全 圧 を含 む境 界 条件 を 課 した ナ ビエ ・ス トー ク ス

方程 式

境 界rは2つ の 互 い に 素 な 開 部 分 集 合r1とr2と
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零 集 合 に よっ て 構 成 され て お り,F2は 有 限 個 のcl'1級

の 連 結 成 分 か らな る もの とす る.全 圧 を含 む 境 界 条 件 を

課 した ナ ビエ ・ス トー ク ス 方 程 式 を 導 入 す る.

1∂u
厩+(u'▽)tt-"△u+JP=!inS)×(O,T),

divu=OinΩ ×(0,T),

2L=0011r1×(0,T),

u×n=Oonr2×(O,T),

P+1團2-〆 ・nr・ ×(・,T),

u(0)='"oil1Ω,

(NS')

こ こで,こ の ク ロス積 は1睡 で の外 積 とす る2.

通 常 の圧 力pと 流 体 の 単 位 体 積 あ た りの運 動 エ ネ ル

ギ ー ρlu12/2の 和p+ρlu12/2は 全 圧 ま た は よ どみ 点

圧 力 と呼 ば れ る物 理 量 で あ る.つ ま り,境 界r2で は 全 圧

に 関 す る条 件 を 課 して い る と言 え る.通 常 の 圧 力 は この

全圧 と区 別 す るた め に 静 圧 と呼 ば れ る こ とが あ る.全 圧

と静圧 は 共 に 実 際 に 計 測 で き る もの で あ り,例 えば ピ ト

ー 管 を用 い て 計 測 され る .ピ トー 菅 とは細 いL字 型 を し

た パ イ プ 状 の もの で,流 れ に 対 して 先 端 が 垂 直 にな る よ

うに挿 入 して 圧 力 を計 測 す る もの で あ る.全 圧 と静 圧 共

に ピ トー 管 の 流 れ に 対 す る ヨー 角 に 影 響 を受 け るの だ が,

全 圧 へ の 影 響 は静 圧 に 対 す る も の よ り小 さ く[18,27],

そ うい っ た 意 味 で 全 圧 は 静 圧 よ り計 測 しや す い もの と言

え る.

圧 力 値 が 与 え られ て お り流 速 は 境 界 に対 して 垂 直 とな

っ て い る よ うな タイ プ の境 界 条 件 は[2]で 提 案 され た.

[20]で は,ス トー ク ス 問題 とナ ビエ ・ス トー クス 問 題 に

対 して様 々 な 境 界 条 件 を課 した 場 合 に つ い て 取 り扱 って

い る.弱 形 式 を 考 え る際 に,同 時 に 取 り扱 うこ とが 難 し

い 境 界 条件 が あ るの だ が,境 界 の 曲 率 を川 い る こ とで 統

一 的 に 取 り扱 っ て い る
.そ の 取 り扱 っ て い る境 界 条 件 の

1つ と して(NSり で 課 して い る境 界 条 件 も含 ま れ て お り,

[O,T]上 で の大 域 的 な解 の存 在 を証 明 して い る.

エ ネ ル ギ ー 評 価 と(NS')に 対 す る射 影 法 の 導 出 の 前

に 式 変 形 を 行 う.

(U・ ▽)U-(▽ ・U)・ ・+1▽1・L12

が 成 り立 つ3の で,Pニp+ρlu12/2と お く と,(NS')は

次 の よ うに 書 く こ とが で き る

2:2次 元 の と き は
,vニ(Vx,Vy),wニ(wκ,乃)に 対 し て,v×w:ニ

VxWy-VyWx・

3:2次 元 の と き は
,▽ ×v:=∂vγ/∂x-∂Vx/∂ γ,

(▽ × の ×w・ ニ(Wy(∂v。/∂ γ 一 ∂Vy/∂x),w。(∂vγ/∂x-∂Vx/∂ γ)).

∂u1

祝+(▽ ×'t)×?L一 レム?什 万▽P=ノinΩ ×(o,T),

divu=OinΩ ×(O,T),

7L=Oonr1×(0ラT),

u×n=Oonr2×(O,T),

P=pb・nr2×(O,T),

u(0)=UoinΩ.

(NS)

以 降 で は 簡 単 の た め,γ=ρ=1を 仮 定 す る.3章 で 述

べたようにナビエ ・ス トークス方程式で流入を許す境界

条件では,外 部からエネルギーが入ってくる場合がある

ためにkか らの評価が困難 とい う問題があるが,こ の境

界条件では全圧を考えているおかげでその困難 を回避す

ることができる.(NS)に 対して,4章 と同様にエネルギ

ー評価を行 う.(NS)の 第1式 に流速uを 掛けて積分す

ると次が得 られ る.

ん 傷(▽ ・?t)・ ・L-A・t+P)・ud.7;一 々 ・?L・1.cc.

こ こで,外 積 を とっ た もの と 白身 の 内積 は ゼ ロ とな るた

め,非 線 形 項 に対 応 す る項 は 消 え る.こ の こ とか ら,0≦

亡≦Tに 対 して,

11・(のll恥+f
,`11▽ ・ll銀⑩ア・・dt

≦ll鞠ll恥+・f
。t(11fll呈・(。)・+llpbll言・(。))dt・

が成 り立 ち,境 界 で の積 分 が 川 て 来 る こ とは な く,解 の

Loo(O,T;L2)∩L2(O,T;Hi)で の 有 界 性 を導 け る.こ の 議 論

は提 案 す る射 影 法 ス キ ー ム の 安 定性 を証 明 す る際 に も適

用 で き る.

4.2.全 圧 を 含 む境 界 条件 を課 した射 影 法

[22]で 提 案 した(NS)に 対 す る射 影 法 は 次 で'ヂえ ら

れ る.

Step1(viscousprediction):次 を満 たす 嬢 を 求 め よ.

{1∴1∵ 　 =∵1:
(4.1)

Step2(projection):次 を 満 た すuκ:Ω →1睡 お よ び

pκ:Ω →Rを 求 め よ.

一7△Pk=-div嬬inΩ
,

誓 一・ ・nr・,(42)

Pk=pb(tle)onr2,

zek:=un-7▽Pk,inΩ ・(43)

F2上 で の 流 速 に 関 す る 境 界 条 件 が 見 慣 れ な い 形 で は あ

る が,(4.1)の 第3式 はk=divn=(d-1)×(平 均 曲 率)
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を用いて

嬬 × ・L-・,箒 ・n+k'uZ・ ・一 ・ ・nr・ ・

と書 く こ とが で き る[19].特 に,F2が 平 坦 な 場 合 に次 の

よ うに 簡 単 な 形 とな る.

咳 × ・　 ・,誓 … 一 ・ ・nr・ ・

なお,流 速に対して全周ディリクレ境界を課 した場合

に,有 限差分法で圧力の数値振動を避けるために全圧を

川いた射影法が[6]で 提案されている.

4.3.弱 形 式

ナ ビ エ ・ス トー ク ス 問 題(NS)と 射 影 法(4.1),(4.2),

(4.3)の 弱 形 式 を 定 義 す る た め に,次 の 関 数 空 間

H:={ψ ∈Hl(Ω)dlq=Oonrl,(P×n=Ool)r2},

V:={ψ ∈Hldiv(P=OinL2(Ω)},

Hき
2(Ω):={ψ ∈Hl(Ω)1ψ=Oonr2},

お よ び,次 で 定 義 され る 双 線 形 形 式 αo:H×H→R,E

重 線 形 形 式 α1:LPd(Ω)d×H×H→IR(p2>2,p3ニ3)

を 準 備 す る.u∈Lρd,v,w∈Hに 対 し て,

αo(v,ω):=(divv,divω)十(▽ ×v,▽ × ω),

・・(姻 一 ゐu・(▽ ・@・w))d・'・

た だ し,こ こ で(∵)は ス カ ラ ー 関 数,ベ ク トル 関 数 ま た

は 行 列 関 数 に 対 すL2(Ω)一 内 積 で あ る.以 降 で は,f,pb,Uo

は 次 を 満 た す も の と す る.

f∈L2(O,T;H*),pb∈L2(0,T;Hl(Ω)),u。 ∈L"・t(Ω)d.

こ こ で,双 線 形 形 式 αoは 次 の 命 題 を 満 た す.

命 題4.1.任 意 のu∈H2(Ω)dと 伊 ∈Hに 対 し て,

一(△ ・L
,q)一 ・・(u,q)一 ん(divu)q・nd・ ・

命 題4.1とGaussの 発 散 定 理 よ り,任 意 のu∈H2(Ω)d,

P∈Hl(Ω),q∈Hに 対 し て,divuニoな ら ば,

((▽ ×u)×u-△u十 ▽P,ψ)

一 α・(・L,q)+α ・(u,・・,9)一(P,divg)+f

。,Pg・nds

が 成 り立 つ.し た が っ て,ナ ビエ ・ス トー ク ス方 程 式(NS)

の 弱 形 式 と して 次 を 導 入 す る.

問 題4.2.次 の3条 件 を 満 た す(u,P)∈L2(O,T;H)×

Ll(o,T;L2(Ω))を 求 め よ.(i)∂u/∂ 亡∈Ll(o,T;H*),(ii)

u(0)ニUo,(iii)ほ ぼ 至 る 時 刻 亡∈(O,T)で 次 が 成 り 立 っ.

〈警 ・ψH+嶋)+a(・ ・,9)一(P,divq)

一 〈f,q>H一 ん 蜘 ・ 飴・allq∈H・

divu=OinL2(Ω).

(4.4)

(4.4)の 第1式 の テ ス ト関 数 と し てop:=v∈Vを 代 入

す る こ とで,ほ ぼ 至 る時 刻 亡∈(O,T)で 次 が 成 り立 つ こ

とを導 け る.

〈,・>v+a・(・L・ ・)+a・(・L・ZL・v)

一 〈f・・>H-f

。,pbv・nd・f・ ・all・ ∈V・

(4.5)

一 般 に ナ ビエ ・ス トー ク ス 方 程 式 の 弱解 の 存 在 につ い て

考 え る際 に は,こ の よ うに テ ス ト関数 と して 発 散 が0と

な る よ うな 関 数 空 間 の 元 を 選 ぶ こ とで 流 速u:(O,T)→

Vの み の 問 題 に して,そ の 流 速 解 の 可解 性 を示 す[3].

[20]で は(4.3)と 同値 な 弱 形 式 に 関 し て ガ レル キ ン 法

を用 い て 弱解 の存 在 を示 して い る.圧 力 解 につ い て は ド・

ラ ー ム の 定 理 を使 うこ とで(超 関数 と して だ が)存 在 を

示 す こ とが で き る[5,SectionVl.5].

(NS)の 弱 形 式 の導 出 と同 様 に,命 題4.1よ り任 意 の

u∈H2(Ω)α,ψ ∈Hに 対 して,

((▽ ×u)×u-△u,9)

一 α・(・L,9)+・ ・瞬)-f

r2(diViL)9・nd・

が 成 り 立 つ の で,射 影 法(4.1),(4.2),(4.3)の 弱 形 式 と し

て 次 を 導 入 す る.

問 題4.3.各kニ1,2,...,Nに 対 して,次 の2条 件 を満 た

す(un,Pκ,Uk)∈H×Hl(Ω)×L2(Ω)dを 求 め よ.(i)

Pk-pb(tk)∈H忌 、(Ω),(ii)任 意 の ψ ∈H,ψ ∈Hi、(Ω)に 対

し て,

い る か に つ い て 述 べ て お く

1,2,…,Nに 対 し て,(4.6)の 第3式,第2式 と 嬢 ∈H

か ら,

(簸,▽ ψ)=(?嬬 一 τ▽&,▽ ψ)

=一(diVZL鳶,ψ)-T(▽Pk,▽ ψ)=0

と な る の で,超 関 数 の 意 味 でdiVUk=oと な る こ と が わ

か る.さ ら に,任 意 の ψ ∈H' 、(Ω)に 対 し て,〈Uk・

1
-(嬢 一tUk -・,9)+α ・(嶋9)+α ・(城 一1,・・n,の=〈!(tk),9>H
τ

forall曽 ∈H,

7・(▽Pk,▽ ψ)=一(div・u鴬,ψ)forallψ ∈H'、(Ω),

Uk.=Zt髭 一 丁▽PkillL2(Ω)d.

(4.6)

こ の 射 影 法(4.6)が どの よ うな 意 味 で 「射 影 」に な っ て

・ 任 意 の ψ ∈H詰 、(Ω),k=
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n,thlr>ニ(Uk,▽ ψ)+(iP,diVUk)ニ0を 満 た す の で,Uk∈

U:={ψ ∈L2(Ω)dldivOp=OinL2(Ω)Jgo・n=Oonr1}と

な る こ と が わ か る.と こ ろ でL2(Ω)α=u㊥ ▽H; ,(Ω)と 直

交 分 解 で き る こ と が 知 ら れ て い る[16].ま た,(4.4)の 第

3式 は

咳 一 τ▽pb(tk)=ttek+τ ▽(PiC-pb(tle)).

と 書 け る の で,砺 は 嬢 一 τ▽〆(亡 κ)を 空 間 σ へ 射 影 し

た も の で あ る こ と が わ か る.

4.4.安 定 性 と 収 束 性

射 影 法 の 流 速 解(*㍑ κ)匙1,(Uk)匙1に 対 し て,(O,T]k

で 区 分 的 に 定 数 補 間 し た 関 数 群,冠 τを 定 義 す る.

iLi(の==?嬬,πT(の:=?tK:forti∈(t.k_1,t.k],k'=1,2,...,N.

定 理4・4・([23])M・-11u・ll・ ・(・)・+11fll・ ・(・・)+Ilpわ1レ 。・(。))

とお く.τ に 依 存 しな い 定 数c>0が 存 在 し,次 を満 たす.

11iL・11Loc(L・(Ω)吟+11π ¢11L・・(・v・(Ω)d)≦cM,

11ib¥11L・(H・(Ω)・)≦cM,

11ii・-ii¥11・ ・(L・(Ω)d)≦ ・M～fi・

こ の 安 定 性 か ら(4.5)の 意 味 で の ナ ビ エ ・ス トL-.一・ク ス 問

題 の 流 速 解 の 存 在 を 示 す こ と が で き[23,Corollary2.22],

こ れ は[3,20]の 別 証 を ケ え て い る.

定 理4.5.([23])問 題4.2の 解(u,P)が 存 在 し,十 分 滑 ら

か だ と す る.こ の と き,τ に 依 存 し な い 定 数 τo,c>0が

存 在 し,任 意 の0く τく τoに 対 して 次 を 満 た す.

112L-〈iz・11…(L・(Ω)・)+11ZL-¢11L・ ・(L・(Ω)d)≦ ・V7,

11U一 π判iム・(・一・1(Ω)・)≦ ・V/〒,

11'ar一 α李llL・(L・(Ω)・)≦ ・T・

さ ら に 領 域 に 対 し て 次 の 仮 定 、 つ ま り定 常 ス トー ク ス

方 程 式 のTE則 性 を 課 した 場 合 に は,Aubin-Nitscheの 技 巧

を 応 用 す る こ と で よ り高 い オ ー ダ ー で の 収 束 を 導 く こ と

が で き る.

仮 定4.6.あ る 定 数c=c(St,ri,F2)>oが 存 在 し,任 意

の θ∈L2(Ω)dに 対 し て,(w,r)∈H×L2(Ω)が

{αo(ω,(ρ)一(r,divgク)=(e,(ρ)forall9∈H,

divw=OinL2(Ω),

を 満 た す な ら ば,次 が 成 り立 っ.

11ωllH・(Ω)d+11rllH・(Ω)≦CllellL・(Ω)d・

仮 定4.6は 例 え ば Ω がC2'1級 の 場 合 な ど に 成 り立 つ.

定 理4.7.([23])問 題4.2の 解(u,P)が 存 在 し,十 分 滑 ら

か だ と す る.仮 定4.6の 下 で,τ に 依 存 し な い 定 数 τ1,c>

0が 存 在 し次 を 満 た す.

11ZC-a。llL・(L・(Ω)d)+11U-iZ李11L・(L・(Ω)d)≦CT,

llp-P.11L・(L・(Ω))≦ ・〉「7・

5.ま と め

本 稿 で は,圧 力 境 界 条件 を含 む射 影 法 に関 す る近 年 の

研 究 に つ い て の報 告 と著者 の提 案 した射 影 法 に対 す る新

た な全 圧 を含 む 境 界 条 件(4.1),(4.2)の 紹 介 を行 な っ た.

提 案 ス キー ム は流 出 条件u・n≧0な どの仮 定 を 課 さず

と も安 定 で あ り(定理4.4),定 理4.5,4.7よ り流 速 に対 し

て 全 周 デ ィ リク レ境 界 条 件 を 課 した 射 影 法(2.2),(2.3)

と同 じ誤 差 評 価[28,29]が 得 られ る こ とが 示 され た.[23]

で はFreeFEMを 川 い た 数 値 計 算 も行 な って い る.

射 影 法 は規 在 も発 展 して お り,よ り高 い 収 束 オ ー ダ ー

を得 られ る手 法 が提 案 され て い る[15].今 後 は,提 案 し

た境 界条 件 が それ らの 手 法 に 対 して も適 用 可 能 か,さ ら

に は特 性 曲線 法や 粒 子 法 な ど ラ グ ラ ン ジ ュ座 標 系 を用 い

る数 値 計算 手 法 に も適 川 可 能 か に つ い て研 究 を進 めて い

く.
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